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5������	
��� ���� � ���G!������ ��I���I�P�" !T! �!Q�G��!����� P�O
"I! �!X�� ��I X�Q�P� �!"I�!���� ��!T�!X!� ŷT+1

�� !I!�!V ��G�P��S yT+1�! ��"�!G�T���!V W� "��!����!V �S�!� � ���G�Q���V z1, z2, . . . zT , xT+1
R

TQ� zt = (xt, yt), xt ∈ R
1xd, yt ∈ R, t = 1, 2 . . . T

� 	����� "�I��F�� !I��P��I
"G�P��R  !TQ� � �""G�Q!��I�G�R � "�G� "I!��!"I�S�R �������S� � Q��T��
!T����P���VR ��I �!X�!��!"I� ��!�X�!Q�IH "!�"I����SV  !�I�!G�����SV
� "�������IR � !� �S���Q�� !����IH"� I!GH ! �� �������"� Q���S�� ��O
 �� "�I��F�� P�"I! �!X�� ��IR ��������R � � !�!��P�" ��R T�!G!T�P�" ��R
�"I�!�!��P�" �� � Q��T�� ���G!������� ��� �I!� !�SP�! ���Q�!G�T��I"�R
PI! Q���S� !��"S���I"� ������I��P�" !V �!Q�GH� yt+1 = g(xt+1, θ) + εt+1

R
TQ� g(·) � �� !I!��� X�Q����� W�� F��R xt+1

O �X��"I�S� �� �!���I ��!T�!O
X��!����� ��������S� ���T��""!�S�R εt+1

O "G�P�V��� !��� �R � θ ∈ R
px1

O �� I!� ���X��"I�S� ������I�!�� ��!T�!X ��G�P��S yn+1
"I�!�I"� "!TG�"O

�! W!���G� ŷt+1 = g(xt+1, θ̂t)
R TQ� θ̂t O !F�� � �� I!�� θ �! ��"�!G�T���S�

���G�Q������ 	G� �!�S����� I!P�!"I� ��!T�!X!� �!X�� ��I X�Q�P� �S�!O
�� ����!G�� �!Q�!Q���V W�� F�� g(·) � ��I!Q� !F�������� ��G�P��S θ̂t

� �
Q�""��I�F�!��!V ���!I� � �X���S� X�Q�P� �����I"� ��X���"��!�

�� ��� ! "#$%&'' g(·) ( �I��Q��I�!V ��� I� !VR ���������!VR �����O
���R �  ��T� )L* � "I�IH�� )Y*R )M*R )+*R ��� �S�!�� ������I��P�" !V W�� F��
g(·) QG� �!G�P���� ���G�P��� ��!T�!X!�R ��G��I"� "!�!"I��G���� ��G�P��
Ef(xt, yt, θ)

QG� ��XG�P�S� W�� F�V g(·) R TQ� f(·) O �� !I!��� W�� F��  �O
P�"I�� ��!T�!X!�� ��������R ��� I�"I��!����� ��"������!"I� ��!T�!X!�R
�!��I �"�!GHX!��IH"� W�� F�� f(xt, yt, θ) = yt − g(xt, θ) = εt

R ��� I�O
"I��!����� ��G�P��S !��� � ��!T�!X!� � W�� F�� f(xt, yt, θ) = ε2

t
G��!

f(xt, yt, θ) = [εt/yt]
2 R ��� I�"I��!����� ��G�P��  !���G�F�� !���! ��!O

T�!X!� � W�� F�� f(xt, yt, θ) = εtεt−1
R ��� I�"I��!����� ��G�P��  !���G�O

F�� ���Q� !��� ��� ��!T�!X� � ��!T�!X��� Q��T!V �!Q�G� ut � W�� F��
f(xt, yt, θ) = εtut

� 	G� �!"I�!���� I!P�P�S� !F��! ��G�P��S
Ef(xt, yt, θ)�"�!GHX��I"� "I�I�"I� � S1

R = 1
P

∑T−1
t=R f̂t+1

R � ��� I�"I��!����� T��!I�X �
"I�I�"I� � S2

R = 1√
P

∑T−1
t=R

(

f̂t+1 − Eft

) R TQ� f̂t = f(xt, yt, θ̂t)
R P = T − R R �

R ��G��I"� ������I�!�R �S������S� �""G�Q!��I�G���
��"���Q�G���� "I�I�"I� � S2

R
�!G�P��! � ���!I�� )M* � )+* QG� "G�P���R

 !TQ� !F�� � θ̂t �!G�P��I"� QG�  ��Q!T! �!���I� ������� t R �"�!GHX�� W� O
"��!����!� P�"G! ���Q��"I������ ���G�Q���V zt−R+1, zt−R+2, . . . , zt

�,% -./
01233 ! �! ���G�Q���V�R � �"� ���G�Q���� z1, z2, . . . , zt

R ���Q��"I������
�!���I� ��!T�!X� �!4,5'!16233,1 ! �! ���G�Q���V�� 
 I��GH�S� !"I�G"�
�!��!" �!G�P���� �"���I!I�P�" !T! ��"���Q�G���� "I�I�"I� �R � "G�P�� �"O
�!GHX!����� �"�� ��"�!G�T���S� � �S�!� � ���G�Q���V z1, z2, . . . , zT

�7 -$ 3
! �! ���G�Q���V� ��� ��"P�I� θ̂t � ��!�� I!T!R � I��GH�!V ��G��I"� X�Q�P�
�!�S����� I!P�!"I� �"���I!I�P�" !V ����! "���F�� ��"���Q�G���� "I�I�O
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"I� � S2
R
R �!" !GH � "I�I�"I�P�" �� �"�SI����R ���Q"I��G���S� � ���!I� )+*R

"��Q�I�GH"I���I ! ��Q!"I�I!P�!V I!P�!"I� �"���I!I�P�" !V ����! "���O
F�� ��"���Q�G���� � �X���!V "I�I�"I� � ��� �"�!GHX!����� " !GHX���T!
! �� ���G�Q���V � �!GH��� X��P����� !I�!����� P/R �

�T����P����� "���"I�����T! ��I!Q� �!G�P���� I!P�P�S� !F��! ��O
G�P��S

Ef(xt, yt, θ)
" �!�!�H� "I�I�"I� � S1

R
"G���I ����!X��P�SV �P�I

��!T�!X!� f̂t+1
� ��XG�P�S� �!���IS �������R � I! �����  � "��� ��!T�!O

XSR � "G�P�� �"�!GHX!����� ��"�������T!"� ! �� ���G�Q���V QG� !F�� �
θ̂t
R ��XG�P��I"� �! I!P�!"I� � ��!T�!XS � �!G�� ������ �!���IS �������

��G��I"� ����� I!P�S��R P�� ��!T�!XS � �!G�� �!XQ��� �!���IS �������R
TQ� ������I� θ !F������I"� �! �!GH���� P�"G� ���G�Q���V�

��� �"�!GHX!����� "I�I�"I� � S1
R
R � I��GH�!V ��G��I"� X�Q�P� �!Q�!Q�O

��T! �S�!�� ������I�� R � ����I ��"I! ��!I��!��P��S� I���!������ "G�O
Q��I ����H��IH R QG� �"��Q����� �! �!GH���� P�"G� ��!T�!X!� QG� "����O
��� Q�"���"�� �!G�P���S� !F��! R � "G�Q��I ���G�P���IHR QG� �"��Q�����
�! �!G�� �!XQ��� ��!T�!X��R �  !I!�S� ������I� θ̂t !F������I"� Q!"I�I!PO
�! I!P�!R � !��� � �T! !F�������� �SXS���I ������H��� "������� !F�� �
 �P�"I�� ��!T�!X!�� � "��X� " �I��R �"I��I �!��!" !F�� � "I����� ������!O
X��P�!"I� ��!T�!X!� � ��XG�P�S� �!���IS ������� ��� ��"P�I� ��  �P�"I���

�� � �3!53$,�� �4$'3  &3$ % θ̂t (
�! ��!T�� "�I��F��� "I��Q��I�S� ��O

I!Q� � �!G�P���� !F��! θ �� ��G��I"� �Q!�G�I�!��I�GH�S��� �Q�!V �X
I� �� "�I��F�VR �""G�Q���S� � Q�""��I�F�!��!V ���!I�R ��G��I"� ��G�P��
� �S�!� � "I�� I���S� "Q��T!� � W��!����R ���  !I!�!� �� ��XG�P�S�
�P�"I �� �S�!� � Q���S� !��"S���I"� �!Q�GH� yt+1 = g(xt+1, θ) + εt+1

"
��XG�P�S�� X��P������ ������I�� θ � �I�� I���S� "Q��T� !��"S���I ���IO������ �X������� �!Q�G�����!T! !��� I� G��! ! �������V "��QSR � P�"I!
���G�Q��I"�R ��������R ��� ���G�X� � !�!��P�" �� �������S� ��Q!�R PI!
!I�����! � I� �� ���!I��R  � )K* � )�*R TQ� �! �XS���I"�R PI! !��Q����
� !�!��P�" �� �T��I!� �����"I!�!�R �!I����I�G�VR ��!�X�!Q�I�G�V�R T!"�O
Q��"I������ �!G�I� � � !������!�S� "!�SI�� "�!"!��S "���"I����! �G�O
�IH �� X� !�S �X������� � !�!��P�" �� ��������S�� �P�"I � �S�!� �R �
 !I!�S� ������I� θ �!"I!����R � Q�GH��V��� ��Q�I ��XS��IH"� "I�� I��O
�S�� ���������

� "��X� " ��!T!P�"G���S�� "��Q�I�GH"I���� ���"�I"I��� "I�� I���S�
"Q��T!� � Q���S�R � I��GH�!V ��G��I"� ��X���!I � ��I!Q!� ��!T�!X��!��O
���R  !��� I�! �P�IS������ ��G�P�� Q���!T! W��!����� � ���!I� )�* �! �O
X��!R PI! ���������� "I��Q��I�S� "��Q"I� ��� ��G�P�� "I�� I���S� "Q��O
T!� !T����P��!� �P�I �!GH�!T! P�"G� ���G�Q���V QG� �!G�P���� !F�� � θ̂t����!Q�I  "�GH�!�� "������� !F�� � �� I!�� ���X��"I�S� ������I�!� �
��!T�!X� �!Q�G� � "��X� " I��R PI! !F�������� ��!�X�!Q�I"� � I!� P�"G�
�! "I�� I���S� �������R ��  !I!�S� �� I!� ������I�!� θ �!��I "���O
"I����! !IG�P�IH"� !I "�!�T! X��P���� � �!���I ��!T�!X��!������ ��!T�!XR

Y



�"�!GHX����V I!GH ! ���G�Q���� �X �!"G�Q��T! "I�� I���!T! ������R !IO
��P����T! �!���I� ��!T�!X��!�����R �!��I !�G�Q�IH �S"! !V Q�"���"��VR
�"G� P�"G! ���G�Q���V � �I!� "I�� I���!� ������ ����G� !� �T����P�����
"���"I�����T! ��I!Q� ��3� � ��� !4 �-'$�  %$4R ���QG!����SV � ���!I�
)LL*�R ��X�������T! Q���!� ��!I��!��P��R ��G��I"� ��Q!"I�I!P��� T�� !"IH
 "��F�W� � Q���S� � �S�!� �� ��I!Q �"�!GHX��I �� �"� ��"�!G�T���S� ��O
�G�Q���� � !"���"I�G��I F�G!P�"G�����R � �� ������S���� !�I���X�F���

� F�G!�R ��X��I�� �!Q�!Q!� !F�� �  �P�"I�� ��!T�!X!� � ��I!Q!� ��!T�!O
X��!����� ��� ��G�P�� "I�� I���S� "Q��T!� ��G��I"� � I��GH�!V X�Q�P�V
QG� �WW� I���!T! ���G�X� Q���S� � � !�!��P�" ��R W����"!�S� � Q��T��
���G!�������

1��� ���
�� X� G�P��I"� � ��X��I�� ��I!Q!� �!"I�!���� ���G�P��� ��!O
T�!X!� QG� X���"��!V ��������!V "I�I�"I�P�" !V �!Q�G� �! ��"�!G�T���!V
�S�!� � ���G�Q���V� 	����� F�GH Q!"I�T��I"� X� "P�I ������� "G�Q�����
X�Q�P�
L� "!������"I�!����� ��I!Q� !F�� �  �P�"I�� ��!T�!X!��
Y� ��X��I�� �!�!T! ��I!Q� �"I!VP��!T! ��!T�!X��!����� ��� ��G�P�� "I�� O

I���S� "Q��T!� � �S�!� � ���G�Q���V�

3���	�� 	
���	� ���!IS "!"I!�I � I!�R PI! � ��V�
L� �"!������"I�!��� �!Q�!Q  !F�� �  �P�"I�� ��!T�!X!�R X� "P�I �!G�P����

�"���I!I�P�" !T! ��"���Q�G���� "I�I�"I� � S2
R
� "G�P�� �!G�!T! ! �� �

X� "P�I !���Q�G���� �"���I!I�P�" !T! "������� �I!�!T! �!��Q � � �O
X���!V "I�I�"I� � QG� "G�P��� �!G�!T!R ��"�������T!"� � " !GHX���T!
! �� ���G�Q���V�

Y� �  �P�"I�� �GHI����I��S "I��Q��I�!�� �!Q�!Q�R �"�!GHX������ "I�I�O
"I� � S1

R
R ���QG!��� �!�SV ��I!Q �!G�P���� I!P�P�S� !F��!  �P�"I��

��!T�!X!� �!Q�G�VR �P�IS�����V ������!X��P�!"IH ��!T�!X!� � ��XG�PO
�S� �!���IS �������R X� "P�I �� ������!����!T! �"��Q����� � !F�� ��

M� ���QG!��� � �""G�Q!��� �!�SV ��I!Q �"I!VP��!T! ��!T�!X��!����� ���
��G�P�� "I�� I���S� "Q��T!�R �P�IS�����V �"� ���G�Q���� �S�!� ��

8�
���������� � 	����������� 
�		
��� ���
���
L� ��X���!I��S ��I���I�P�" �� ��"I�����ISR �!�S������ I!P�!"IH "I�O

I�"I�P�" �� �S�!Q!� !  �P�"I�� ��!T�!X!� �!Q�G�V�
L� ��VQ���!� �"���I!I�P�" !� ��"���Q�G���� "I�I�"I� � S2

R
� "G�P�� �!GO

�!T! ! �� �!X�!G��I �!G�� I!P�! I�"I��!��IH T��!I�XS ��"�!GHX�����
�"���I!I� � ����!T! �!��Q �� �! "�������� "! "G�P���� " !GHX���T!
� ��"�������T!"� ! �� ��� �!GH��� X��P����� P/R R �!" !GH � !�O
G�Q��I ������GH�S� �"���I!I�P�" �� "�������� �I!�!T! �!��Q ��

M



Y� �P�I ��VQ���!T! �"���I!I�P�" !T! "������� �I!�!T! �!��Q � QG� "I�O
I�"I� � S2

R
"���"I����! �!�S���I I!P�!"IH "I�I�"I�P�" �� �S�!Q!�

��� �"�!GHX!����� " !GHX���T! ! �� � ��� I�"I��!����� T��!I�X "
!Q�!"I!�!���V �GHI����I��!V ��� G��!� I��� ! ���M� ���QG!����SV ��I!QR �P�IS�����V ������!X��P�!"IH ��!T�!X!� � ��XO
G�P�S� �!���IS ������� ��� �"�!GHX!����� ��"�������T!"� ! ��R
!��"��P����I �!G�P���� I!P�P�S� !F��!  �P�"I�� ��!T�!X!�R !�G�Q�O
���� ���H��V !��� !VR �! "�������� "! "I��Q��I�S� �!Q�!Q!�R �"O
�!GHX����� "I�I�"I� � S1

R
R PI! Q��!�"I�����I"� �� P�"G���S� � "��O

�����I��� 	���SV ��I!Q �!X�!G��I !���Q�G�IH "I����H ������!X��PO
�!"I� ��!T�!X!� ��� ��"P�I� ��  �P�"I��R PI! �!��I �SIH �!G�X�! ���
�S�!�� ������I�� R ��� �"�!GHX!����� "I��Q��I�!V "I�I�"I� � S1

R

�
+� ���QG!����SV �!�SV ��I!Q ��!T�!X��!����� ��� ��G�P�� "I�� I���S�

"Q��T!� � �S�!� � ���G�Q���V !��"��P����I �!G�� I!P�S� ��!T�!XSR �!
"�������� " �!"G�Q��� ���QG�T�����"� ��I!Q!� � Q���!�  G�""� X�Q�P
��3� � ��� !4 �-'$�  %$4�R � �!G�� �"I!VP��S� � ��G�P��� "I�� I��O
�!T! "Q��T�� ��!T�!XSR �! "�������� "! "I��Q��I�S�� ��I!Q��� ��!T�!O
X��!�����R �P�IS������� �"� ���G�Q���� �S�!� �R G��! ���G�Q����
I!GH ! �!"G�Q��T! "I�� I���!T! �������

��� I�P�" �� F���!"IH ���!IS X� G�P��I"� � �!X�!��!"I� ���������� �!O
G�P���S� ��I���I�P�" �� ��"I�����I!� � ��I!Q!� QG� ���! !T!  G�""�
���G!����VR "��X��S� " ���G�X!� Q���S� � ��!T�!X��!������R � P�"I�!"I�R
��� ������� X�Q�P W����"!�!T! ���G�X�R �G����!����� � ��!T�!X��!�����
Q��I�GH�!"I�  !�����VR � "!F�!G!T�P�" �� �""G�Q!������� �!G�P���S� ��O
X�GHI�IS �!T�I �SIH ���Q���S � ��W!���F�!��S� "�"I���� ��I�GG� I��GHO
�!V ��X��"O���G�I� � � "�"I���� �����G���� �WW� I���!"IH� ��X��"��

=�������� 	
�
��	���
L� �!G�P��! �"���I!I�P�" !� ��"���Q�G���� "I�I�"I� � S2

R
� "G�P�� �"�!GHO

X!����� �!G�!T! ! �� ���G�Q���V ��� ��"P�I� !F��! θ̂t �Y� �!G�P��! �"���I!I�P�" !� "������� �I!�!T! �!��Q � QG� ��"���Q�G����
"I�I�"I� � S2

R
� "G�P��� �"�!GHX!����� �!G�!T!R " !GHX���T! � ��"��O

�����T!"� ! �� ���G�Q���V�
M� ���QG!��� �!�SV ��I!Q �!G�P���� I!P�P�S� !F��!  �P�"I�� ��!T�!X!�

���G�P��S
Ef(xt, yt, θ)

�R !"�!����SV �� ������!����!� �"��Q����� ��!O
T�!X!� � "G�P�� �"�!GHX!����� ��"�������T!"� ! �� ���G�Q���V QG�
!F�� � ���X��"I�S� ������I�!�� ��""�!I���� ��!F�Q��� ��"P�I� "I�����
������!X��P�!"I� ��!T�!X!� � ��XG�P�S� �!���IS ������� ��� �!"I�!�O
��� !F�� �  �P�"I�� ��!T�!X!��

+� ���QG!��� �!�SV ��I!Q �"I!VP��!T! ��!T�!X��!����� ��� ��G�P�� � �SO
�!� � "I�� I���S� "Q��T!� ���X��"I�!V ��G�P��S � �X��"I�S� �!���IS
�������R � �""G�Q!���S �T! !"�!��S� "�!V"I���

+



>��
���� ������
��	��� ��� �!G�P���� I�!��I�P�" �� ��X�GHI�I!� �
���!I� �"�!GHX!��G�"H ��I!QS I�!��� ���!�I�!"I�VR ��I���I�P�" !V "I�O
I�"I� �R � I� �� �"���I!I�P�" �� ��I!QS ��I���I�P�" !T! ���G�X�� 	G�
��!��� � �!G�P���S� ��X�GHI�I!� ��!�!Q�G�"H P�"G���S� � "�������IS �
�SP�"G�I�GH�!V "�"I��� �������

5	�
��
�� ���
����"�!��S� ��X�GHI�IS Q�""��I�F�� Q! G�QS��G�"H ��
P�IS��� ��P�S�  !�W����F����

• ��� ���P���  !�W����F�� �!""�V" !V � !�!��P�" !V � !GS� ��V YJJ	�
• ��� �"��!""�V" �� � !G�O"������ � �!3�3$$�3 7! �-3�� �4�3�4�'
3/

,% � � �3-'! �4$'1� ���I���H YJJ	�
• �!�W����F�� �!�!�!"!�OYJJNR "� F�� ��
',-'�3-.$41 �4�3�4�'%4 '

%'�3!$3�'%4� 
���GH YJJN�
• �!�W����F�� �!G!QS� �P��S� ������ !O��I���I�P�" !T! W� �GHI�I� ���
����!�!�!"!�� �"� F�� �4�3�4�'%4 ' �34$'%4  !�W����F�� �!�!�!"!�O
YJJN�� 
���GH YJJN� 	! G�Q X���G ���X!�!� ��"I!�

:������
��� ��X�GHI�IS Q�""��I�F�� !���G� !���S � "��� ���!I�� ��I!O
��R Q�� �X  !I!�S� � � ��F��X�����S� �����G��R ��!Q���� � "��"! �
��

7�������� ��������
��� ���!I� "!"I!�I �X ���Q����R P�IS��� TG��R "!O
"I!���� � "!�! ���!"I� �X YM ��XQ�G!�R "��" � !"�!��S� ��X�GHI�I!� � "��"O
 � G�I���I��SR � G�P����T! MN ������!����V� �!G�SV !���� Q�""��I�F��
O LY� "I����FR  !I!�SV � G�P��I ++ ��"�� � � � I��G�F�

��	��
�� �
����

�! �����	�� �����Q��  ��I �V !�X!� G�I���I��S �! I��� Q�""��I�F��R
���� I���X����V "!"I!���� ��!�G��SR � �XG�T��I"�  ��I !� "!Q������� ��O
�!IS�

:����� ����� Q�""��I�F�� �!"������ X�Q�P� !F�� �  �P�"I�� ��!T�!O
X!�� 9 	�������� ��� ��"" �X��! !� � I��GH�!"I� Q���!T! �""G�Q!������ 9
	�������� ��� Q��� �!"I��!� � X�Q�P� � �����Q�� "��"! ���Q�!G!����V�
��""��I�����I"� �S�!� � z1, z2, . . . , zT

R �!G�P����� " �!�!�H� �� !I!�!T!
"I�!T! "I�F�!����!T! � ��T!Q�P�" !T! "G�P�V�!T! ��!F�""�R TQ�  ��Q!� ��O
�G�Q���� Q�G�I"� �� �� I!� ��T��""!�!� xt ∈ R

1xd � X���"���� ����������O
" �G�� yt � zt = (xt, yt)

� ���P���� X���"��!V ��������!V yt "P�I��I"� �Q!�G�O
I�!������ �!Q�G�� yt = g (xt; θ) + εt,

TQ� θ ∈ R
px1 O �� I!� ���X��"I�S�

������I�!�R �Q!�G�I�!�����V �"G!��� � "I����GH�!V !F�� ��

θ = arg max
q∈Θ

E [ψ (z, q)]

K



" �� !I!�!V W�� F��V ψ � ��������� Q���!V W�� F�� ��G��I"���

ψ (z, q) = − (y − g (x, q))2 ��G���V�SV ��I!Q ������H���  ��Q��I!�
ψ (z, q) = ln p (z|q) ��I!Q �� "���GH�!T! ����Q!�!Q!���
ψ (z, q) = −h2 (z, q) ��I!Q �!���I!�

��!T�!X��!����� !"���"I�G��I"� �! W!���G� yt+1 = g(xt+1; θ̂t)
R TQ� θ̂t =

= arg maxq∈Θ Êt [ψ (z, q)]
� �����I!�

Êt
!�!X��P��I �S�!�!P�!� "��Q��� �!

" !GHX�����R ��"���������"� G��! �!G�!�� ! �� ���G�Q���V�

�"�!GHX��I"� "G�Q����� !�!X��P������

f(xt+1, yt+1, θ) = ft+1(θ) = ft+1; f(xt+1, yt+1, θ̂t) = ft+1(θ̂t) = f̂t+1;

B = −E

{

∂2ψ(zt,θ)
∂q∂q′

}−1

; K = E

{

∂3ψ(zt,θ)
∂q3

}

; F = Eft; F1 = E

{

∂ft

∂θ

}

;

F2 = E

{

∂2ft

∂θ2

}

; hτ = ∂ψ(zτ ,θ)
∂q

; mτ = ∂2ψ(zτ ,θ)
∂q∂q′

− E

{

∂2ψ(zt,θ)
∂q∂q′

}

;

Φ1
t+1 =

(

∂ft+1

∂θ − F1

)

; Φ2
t+1 =

(

∂2ft+1

∂θ2 − F2

)

; Γj = E
{

Φ1
tBht−j

}

;

Ωj = E {m′
tBht−j} ; Λj = E {h′tBKBht−j} ; Ψj = E {htBF2Bht−j} .

Gt = vec
[

∂ψ(zt,θ)
∂q

; ∂
2ψ(zt,θ)
∂q∂q′

; f(zt; θ) − F ; ∂f
∂θ

(zt; θ) − F1;
∂2f
∂θ2

(zt; θ) − F2

]

.��""��I�����I"� �"���I!I� �R ���  !I!�!V " �!"I!� !����� �S�!� �
P
R

= π + ō( 1√
T
) R TQ� π > 0

O �� !I!�SV ������I��

���Q�!G�T��I"�R PI! ∀u ∈ Θ �θ ∈ intΘ� �S�!G���S �"G!����
L�
ft (u)

�X������ � I���QS ������S��! Q�WW����F������ �! u �Y� 	G� �� !I!�!T! δ > 0 E

{

∣

∣vec
[

⊗3
i=1Gt

]
∣

∣

2+δ
}

<∞.M� ��!F�"" Gt
��G��I"� "I�!T! ��������������R I! �"IH QG� "�T��O�GT���

Sba = σ {Ga, Ga+1, . . . , Gb} , �S�!G���! "G�Q����� �"G!����

sup
A∈St

−∞
, B∈S+∞

t+τ

|P (AB) − P (A) P (B)| = α (τ) → 0 ��� τ → ∞,

	!�!G��I�GH�! ���Q�!G�T��I"�R PI! ∃C1 : α (τ) ≤ C1τ
−ω R ωδ

2+δ
> 2.

+� ∃C2 < ∞, t0 > 0 : ∀t ≥ t0 sup
1≤i,j,k≤m

θ∈Θ

∣

∣

∣

∂3ft+1(u)
∂θi∂θj∂θk

∣

∣

∣
< vt

R TQ� vt O �� !I!���

�X������� W�� F��R QG�  !I!�!V �S�!G���! �"G!���
Evt < C2.K�

E {|ψ (z, u)| × I[|ψ (z, u)| > K]} → 0 ����!����! !I�!"�I�GH�! u ∈ Θ ���
K → 0 �

I[·] O ��Q� �I!���� W�� F����
�� ��!��"I�! Θ ��G��I"�  !��� I!��
	� ∃! θ = arg maxθ∈Θ E [ψ (z, q)] ∈ Θ.

�
p(z|q) ��������	
 ���
��
� ����	�	�	���  �����	
���� q � �	
��	 ������������ ��������������

h(z, q) ��������	
 ������� � ������ �� ���	�
�
Eh(z, θ) = 0 ����	��
�� vec ��������	
 ��	����� �	�
�������� ��� ��
���� A = {aij} ∈ R

MxN vec{A} =
= [a11, a12, . . . , a1N , a21, a22, . . . , aMN ]′.

�



N� ∃D(z) : ED(z) < ∞, |ψ(z, q)| < D(z) ∀(z, q) ∈ (Z,Θ) R TQ� Z O !�G�"IH
X��P���V ��������!V z �

9 	�������� ��� �����Q��S ��X�GHI�IS ����!V TG��S Q�""��I�F�� ���
"Q�G���S� ���Q�!G!������� ��VQ��! �"���I!I�P�" !� ��"���Q�G���� "I�O
I�"I� � S2

R
��� �"�!GHX!����� �!G�!T! ! �� ���G�Q���V�

C�������	�� �� � "G�P�� �"�!GHX!����� �!G�!T! ! �� ���G�Q���VR "I�O
I�"I� � S2

R
!�G�Q��I "G�Q����� �"���I!I�P�" �� ��"���Q�G������

S2
R

d→ N (0,Σ), Σ(θ) = Sff + λfh
[

F1BS
′
fh + SfhBF

′
1

]

+ λhhF1BShhBF
′
1,

TQ� Sff =
+∞
∑

j=−∞
E {(ft − Ef) (ft−j − Ef)} , Sfh =

+∞
∑

j=−∞
E
{

(ft − Ef)h′t−j
}

,

Shh =
+∞
∑

j=−∞
E
{

hth
′
t−j
}

, λfh = λhh = π
1+π

.


��G�I�P�" �� W!���G� QG� Σ "!���Q��I W!���G!VR �!G�P���!V QG�  !��O
���F�!��!V ��I��FS � ���!I�� )M* � )+* � "G�P�� �"�!GHX!����� " !GHX���T!
� ��"�������T!"� ! �� ���G�Q���V� � ��V ��XG�P��I"� G��H  !�WW�F�O
��IS λfh

� λhh :��"��������"� ! �!� λfh = 1 − 1
π ln (1 + π) , λhh = 2

[

1 − 1
π ln (1 + π)

]

;
" !GHX���� ! �!� (π ≤ 1)� λfh = π

2 , λhh = π − π2

3 ;" !GHX���� ! �!� (π > 1)� λfh = 1 − 1
2π , λhh = 1 − 1

3π .

�!"��Q"I�!� �"���I!I�P�" !T! ��XG!����� �I!�!T! �!��Q �R �!G�P��!
�"���I!I�P�" !� "������� �!��Q � O

(

1√
R

) QG� "I�I�"I� � S2
R
� �!����!O

����!V "I�I�"I� � [Σ(θ̂T)]
− 1

2 × S2
R

�

C�������	�� �� 
"���I!I�P�" !� "������� �!��Q � O
(

1√
R

) QG� "I�I�O
"I� � S2

R
����!�

bst =
1√
P
λbias ×

(

+∞
∑

j=1

Γj + F1B

+∞
∑

j=−∞
Ωj +

1

2
F1B

+∞
∑

j=−∞
Λj +

1

2

+∞
∑

j=−∞
Ψj

)

.

������I� λbias =







ln (1 + π) , � "G�P�� ��"�������T!"� ! ��
π, � "G�P�� " !GHX���T! ! ��
π

1+π ,
� "G�P�� �!G�!T! ! ��

C�������	�� �� 
"���I!I�P�" !� "������� �!��Q � O
(

1√
R

) QG� "I�I�O
"I� � [Σ(θ̂T)]

− 1

2 × S2
R
����!�

bt.st =
1

Σ1/2
bst −

1

2Σ3/2

1√
P

π

1 + π

(

+∞
∑

j=−∞
φj +

+∞
∑

j=−∞
ϕj

)

. �L�

	



�Q�"H φj = E
{

(ft − Eft)h
′
t−j
}

B ∂Σ
∂θ

′
; ϕj = F1BE

{

hth
′
t−j
}

B ∂Σ
∂θ

′
.

�!" !GH � λfh ∈ (0, 2);λhh ∈ (0, 2) R ����!GH��� ��X��F� � "������� ��� �"O
�!GHX!����� " !GHX���T!R ��"�������T!"� � �!G�!T! ! �� ���G�Q���V Q!O
"I�T��I"� X� "P�I ������I�� λbias R  !I!�SV ������G�� � "G�P�� �!G�!T! ! �����G�Q���V � �� "���G�� � "G�P�� " !GHX���T! ! �� ���G�Q���V� �G�Q!O
��I�GH�!R ��� �!GH��� X��P����� ������I�� π �"���I!I�P�" !� "�������R
�!G�P���!� ��� �!�!�� " !GHX���T! ! ��R �� "���GH�!R � ������GH�! ���
�"�!GHX!����� �!G�!T! ! �� ���G�Q���V�

9 	�������� ��� �����Q��S ��X�GHI�IS P�"G���S� � "�������I!�R �GO
G�"I�������� �!G�P���S� ���G�I�P�" �� ��X�GHI�IS� ��""��I�����I"� �!O
Q�GH yt = βyt−1+εt,

�  !I!�!V !��� � ���Q�!G�T��I"� ��X���"��S�� � !Q�O
�� !�! ��"���Q�G���S�� ��G�P�����R εt ∼ N

(

0, σ2
ε

)

.
������I� σ2

ε = 1 ���QO�!G�T��I"� �X��"I�S� ���������R �"�!Q� �X Q��T!V �S�!� � ���G�Q���V�R
� β = 1/2 !F������I"� ��I!Q!� ������H���  ��Q��I!� ������ 	����� �!O
Q�GH �!�I!���I �!Q�GH P�"G���!T! � "�������I�R �����Q���!T! � ���!I� )+*�
��""��I�����I"� I�� I�"I� "! "G�Q������ ��G��S�� T��!I�X����

H0 : E εtεt−1 = 0; H0 : E ε2
t = σ2

ε ; H0 : E εtyt−2 = 0.

	G�  ��Q!V ��G��!V T��!I�XS I�"I����I"� I�� �GHI����I��S O PI! X��P����
Eft

�� ����!R �!GH�� G��! ���H�� "�!�T! I�!��I�P�" !T! X��P�����
��P�"I�! �"���I!I�P�" !V ����! "���F�� !���Q�G��I"� ��I�� "�����O

��� W� I�P�" !V X��P��!"I� I�"I!�R �!G�P���!V ��� �!�!�� LJJJJJ �"�SO
I���V �!�I�O���G!R " I�!��I�P�" �� X��P�����R ����S� 5% � 2.5% QG�
I�"I!� " Q��"I!�!���V � !Q�!"I!�!���V �GHI����I���!V T��!I�X!V�

��X�GHI�IS P�"G���S� � "�������I!� QG� ��X�S� I��!� I�"I!� ����I
!Q��� !�S�  �P�"I����S� !"!����!"I�� ��� !I"�I"I��� �!���� � �� "��O
����� bt.st ��"!!I��I"I��� ���Q� I�!��I�P�" !V � W� I�P�" !V X��P��!O
"IH� I�"I!� " Q��"I!�!���V �GHI����I��!V �� "���GH�! ��� �"�!GHX!�����
" !GHX���T! ! �� ���G�Q���VR ��� �I!� Q���!� ��"!!I��I"I��� I�� �!GH��R
P�� �!GH�� !I�!����� P/R ��I! "G���I �!QI����Q����� �S�!Q!�R �!G�P��O
�S� �X ���G�I�P�" !V W!���GS �L����� �P�I� "������� bt.st � I�"I��!�����T��!I�XR I�!��I�P�" �� X��P��!"IH !P��H I!P�! "!!I��I"I���I W� I�P�" !V
X��P��!"I� I�"I!� " Q��"I!�!���V �GHI����I��!VR ��X���"��! !I I��� �S��O
����!T! ! �� � X��P���� !I�!����� P/R � �S�!QS !I�!"�I�GH�! I!P�!"I�
!Q�!"I!�!���� I�"I!� �!�I!���I �S�!QS QG� Q��"I!�!���� I�"I!� X� I��
�" G�P�����R PI! �� I!P�!"IH ! �XS���I"� ��� �!G�� X���"��!V !I "�����O
�!"I� ��"���Q�G�����

�S�!�!P��� �G!I�!"IH ��"���Q�G���� "I�I�"I� �R !F��������V  �P�O
"I�! ��!T�!X!�R QG� I�"I!� " I���� � �X���S�� �S�� ��G��S�� T��!I�X���
�����Q��� �� ��"�� � L� �! ��"�� � ��Q�!R PI! �P�I "������� �I!�!T! �!O

N



��"� L� �S�!�!P��� �G!I�!"IH "I�I�"I� �R !F��������V  �P�"I�! ��!T�!X!�R
� "G�P�� " !GHX���T! ! ��R R = 30, P = 170.

��Q � ��!��!Q�� QG� �!G�� I!P�!T! I�"I��!����� T��!I�X � "G�P�� " !GHX�O
��T! ! �� ���G�Q���V�

� F�G!�R "!TG�"�! ��X�GHI�I�� � "�������I!�R �P�I �!G�P���!T! � ���!O
I� "������� �I!�!T! �!��Q � �!PI� �!G�!"IH� !���"���I ���P��� ���Q!O
�G�I�!��I�GH�!T!  �P�"I�� �"���I!I�P�" !V ����! "���F�� ��"���Q�G����
"I�I�"I� � S2

R
��� �"�!GHX!����� " !GHX���T! ! ��R !  !I!�!� ��!����G!"H

� ���!I� )+*�
9 	�������� ��� ����!Q�I"� X� G�P�I�GH�S� X���P���� ! �!G�P���S�

��X�GHI�I��R Q�G�� "G�Q��I ���G!�����R �  !I!�!� �����Q��S W!���G��!� �
� Q! �X�I�GH"I�� I����P�" �� G���R �"�!GHX!���S� QG� �!G�P���� ��X�GHO
I�I!� ����T��W� L�M�

9
 ��
�
� ����� Q�""��I�F�� ���QG�T��I"� �Q�� �X������!T! �P�I�
��!T�!X!� ��� �!G�P���� I!P�P�!V !F�� � ��G�P��S

Ef(xt, yt, θ)
� 9 	����

����� ��� Q��I"�  ��I !� ���Q����R � � 	�������� ��� Q��I"� �!"I��!� �

�



X�Q�P�R "!���Q����� " �!"I��!� !V X�Q�P� � ����!V TG��� X� �" G�P�����
I!T!R PI! ��I!Q !F�� � ������I�� θ �� "��F�W�F����I"�� �X��"I�! G��HR PI!������I� θ !F������I"�R �"�!GHX�� ��"��������"� ! �! ���G�Q���VR PI!
Q�G��I ��!T�!XS � ��XG�P�S� �!���IS ������� ������!X��P�S�� � ��!T�!O
XS � �!G�� �!XQ��� �!���IS ������� ��G��I"� �!G�� I!P�S��R P�� � �!G��
������ �!���IS �������R �!" !GH � � ��� ������I� θ !F������I"� �! �!GHO
���� P�"G� ���G�Q���V� � "��X� " �I��R ���QG�T��I"� ���"I! "I�I�"I� �
S1
R
�"�!GHX!��IH ������!����!� �"��Q����� ��!T�!X!��

Ef(y, x, θ) ≈
T
∑

t=R+1

wt−Rf(yt, xt, θ̂t),
T
∑

t=R+1

wt−R = 1.

��"!�S�  !�WW�F���IS ���QG�T��I"� ���!Q�IH �X �"G!����






E

(

∑T
t=R+1wt−Rf(yt, xt, θ̂t) − Ef(y, x, θ)

)2

→ min
w

,
∑T

t=R+1wt−R = 1.

�Y�

C�������	�� �� �������� X�Q�P� �Y� ��G��I"� "G�Q����V �� I!� �X ��O
"!�S�  !�WW�F���I!��

w =
A−1

e

e
′A−1

e

, �M�
TQ� �� I!�

e = (1, 1, . . . , 1)′ ∈ R
P R � ��I��F� A "!"I!�I �X "G�Q����� �G�O

���I!��

aij = E

{

f
(

yi+R, xi+R, θ̂i+R

)(

f(yj+R, xj+R, θ̂j+R) − Ef(y, x, θ)
)}

. �+�
�!" !GH � � �S������� QG� ��I��FSA ���"�I"I���I ��I���I�P�" �� !��O
Q���� !I "I�I�"I� R ��"P�I  !I!�S� I�����I X����� ���X��"I�!T! "G�P�V�!T!
��!F�""�R T������!�����T! "G�P�V��� �S�!� � z1, z2, . . . , zT

R I! QG� ��� O
I�P�" !T! ��"P�I� ��"!�S�  !�WW�F���I!� ���QG�T��I"� �"�!GHX!��IH ���O
�G������ Q���!T! "G�P��!T! ��!F�""� �!"��Q"I�!� ��"�!G�T���!V �S�!� �R
�"�!GHX�� ��!F�Q��� ��I"I�����

9 	�������� ��� Q��I"� !��"���� ��I!Q� ��I"I����R ���������S� �
P�"G���!� � "�������I�� 	G� �S�!�! �X ��X���"��S� ���G�Q���V �"�!GHO
X!��G"�  G�""�P�" �V �GT!��I� ��I"I���� �"G�P�V��� �S�!� � �X ���G�Q�O
��V z1, z2, . . . zT

" �!X���������� QG� T�����F�� ��!��"I����S� �"��Q!�S�!O
�! R �!  !I!�S� ��!�X�!Q�G!"H �"��Q����� � W!���G� �+�� 	G� �S�!�! �X
X���"��S� ���G�Q���V �"�!GHX!��G�"H "G�Q����� ��"IH ��I!Q!� ��I"I��O
��� LO��I"I��� " ���� �S�������"� �G! ���R YO��I"I��� " ������ �S���O
����"� �G! ���R MO��"I��� " �G! ��� "G�P�V�!V QG��SR +O������I��P�" �V
��I"I���R KO��I"I��� �!G�F !T!R �O��I"I��� ��� !�" !V F���� 	G� ��I!Q!�
��I"I����R X���"���� !I ������I��R �����Q��� ��!F�Q��� QG� �T! ���G�PO
��T! !���Q�G�����

LJ



9 	�������� ��� �����Q��S !��"���� � ��X�GHI�IS P�"G���S� � "��O
�����I!�� ��""��I�����I"� "G�Q����� �!Q�GH� �































yt = β0 + β1xt + εt,

β0 = β1 = 0, εt ∼ N (0, 1),

xt ∼
{

N (0, σ2
1),

" ���!�I�!"IH� p

N (0, σ2
2),

" ���!�I�!"IH� 1 − p

xt
� εt "���V�! � �X����! ��X���"��S

�K�

�I���I"� X�Q�P� �!G�P���� I!P�P�!V !F�� � ��G�P��S
Eft = Eε2 � 	G�

!���Q�G���� �"I���S� ��"!� �! W!���G� �3� ��!�X�!Q�G"� ��"P�I ��I��FS
A ��I!Q!� �!�I�O���G! � �"��Q������ �! KJJJJJ �S�!�! R "T������!����S�
�"I���S� "G�P�V�S� ��!F�""!� ��!"��Q"I�!� �!Q�G� �K��� ��"P�I�S� ��"�
���!Q�G�"H I� �� �! W!���G� �M�R TQ� ��I��F� A �SG� �!G�P��� �"��Q��O
���� �! LJJJ ��I"I���!�" �� �"��Q!�S�!�! ��� 	G� I!T!R PI!�S �!G�P�IH
!���� ���Q"I��G���� ! ���!I� ��I!Q� � "��Q���R � �X����� ��!F�Q��� �!�I!O
��G�"H QG� KJJ �S�!�! R "T������!����S� �"I���S� "G�P�V�S� ��!F�""!��

�� ��"�� � M �! �X��S "��Q��� X��P���� ��G�"�����" �� "I��Q��I�S�
!I G!������ ��"!�S�  !�WW�F���I!� ��� R = 10, T = 40, σ1 = 1, σ2 = 10 �
��XG�P�S� X��P����� p R � �� ��"�� � + � ���R = 10, T = 40, σ1 = 1, p = 0.9� ��XG�P�S� X��P����� σ2

� �! ��"�� �� ��Q�!R PI! �!G�� ������ ��!T�!XS
�P�IS���I"� " ���H��� ��"!�R � Q����X!� �X������� ��"!� QG� �!Q�G� �K�
!P��H �S"! �VR PI! �!QI����Q��I T��!I�X� ! ������!X��P�!"I� ��!T�!X!�
� ��XG�P�S� �!���IS �������� �� ��"�� � M ��XG�P�� ���Q� �"I���S��
��"��� � ��"P�I�S�� ���G�P����I"� " �!"I!� p

� �I! !���"���I"� I��R PI!
" �!"I!� p ����H���I"� ���!�I�!"IH ���G�Q���V xt ∼ N (0, σ2

2)
� ��I!Q

��I"I���� �! ���H���� P�"G� I� �� ���G�Q���V ���� �!""I����G����I �"O
�!Q�!� ��"���Q�G�����

��"� Y� �"G!��S� !�!X��P���� QG� ��"�� !� M � +�

�� I��G�F� L � Y �X!������S "��Q��� !F�� � !��Q���!T!  ��Q��I� !���O
 � ��!T�!X�R �!G�P���S� ��XG�P�S�� ��I!Q���R � I� �� "��Q���  ��Q��IS
!I G!����� !F�� � !I I!P�!T! X��P���� σ2

ε = 1
� �! I��G�F�� ��Q�!R PI!

�X���������V ��I!Q !��"��P����I � "��Q��� �!G�� �G�X �� X��P���� !F��O
�� ����	 ������������ ��������� ����	�	�	���� �	��	���� � ���	�� ���� ������� �
 ����		

�	��� �	
��� ���	�	����� ��	
� ��������� ������� �	�������� �� ����	��� � 
�
�
���
 S1
R �

LL



��"� M� ��"!�S�  !�WW�F���IS ��� R = 10, T = 40, σ1 = 1, σ2 = 10 � p = 0.7���� p = 0.8 ���� p = 0.9 ���� p = 0.95 ����

 �  !F�������!�� ������I��R � !��Q���SV  ��Q��I !I G!����� !F�� � !I
σ2
ε
�����

%����,� C�
",
	�� ������� �9���� ����	���M�I��
���� ������� �����	
	�4 �,
	�� �� σ2

ε
= 1

��� T = 40, R = 10, σ1 = 1, σ2 = 10 � �����)	�* �	�)
	�4* p
��� ��������	�
 p = 0.7 p = 0.8 p = 0.9 p = 0.95���	�
 �
�� C�CFDMA�EH@ C�@BDMA�DFB C�@�CMA�BDC C�@HHMA��E@
$���		�
 �
�� C�CC@MA�C@� C�CDCMA�CGG C�@BEMA�C�C C�ECAMA�@A@
���)
�	�
 �
�� C�CCDMA�CE@ C�CGDMA�@DG C�C�GMA�@H@ C�@AGMA�E�G

%����,� @�
",
	�� ������� �9���� ����	���M�I��
���� ������� �����	
	�4 �,
	�� �� σ2

ε
= 1

��� T = 40, R = 10, σ1 = 1, p = 0.9 � �����)	�* �	�)
	�4* σ2
��� ��������	�
 σ2 = 10 σ2 = 30 σ2 = 50���	�
 �
�� C�@�CMA�BDC C�FB@MCA�BBG E��DAMCBD�@EH
$���		�
 �
�� C�@BEMA�C�C C�GFEMA�FEC E�C@HMD�AHE
���)
�	�
 �
�� C�C�GMA�@H@ C�DCDMH�ACA C�GDHMCE�ACH

LY



��"� +� ��"!�S�  !�WW�F���IS ��� R = 10, T = 40, σ1 = 1, p = 0.9 � σ2 = 30���� σ2 = 50 ����

���QG�T����V"� ��I!Q �X������!T! �P�I� ��!T�!X!� I� �� �SG ��!I�O
"I��!��� �� �������S� ��Q��R T������!������"� ���� �!Q�GH�R �!Q!O
������!V "!TG�"�! ��V�"!�" !�� ��W!���F�!��!��  ��I���� �! ��"�!G�O
T���!V �S�!� � ���G�Q���V� ���� �����Q��S �"I!P�� � Q���S� � "!!I��IO
"I������ �� ���� �!Q�G��
L� ����"�P�S� �X������� "I��! �! !�G�T�F��� �����I�GH"I�� ����QS�

yt = 0.896yt−1 − 0.801yt−2 − 0.648εt−1 + 1.040εt−2 + 0.271εt−4 + εt.Y��X������� "��Q��� X� ��"�F "I��! �!  ��Q�I�� � �����yt = 0.321yt−1+εt.M� ����"�P�S� �X������� Q!G� W����"!�S� !�T���X�F�V � ��� ���X�G���
yt = 0.262yt−1 + εt + 0.138εt−5.�!TG�"�! ��X�GHI�I�� I�"I� ��� �O�����R !��� � εt � ����!V �!Q�G�

�!��! �SG! "P�I�IH �!���GH�S��R � �! �I!�!V � I��IH�V � ��I� �����O
����� ��I!Q� �X������!T! �P�I� ���G�Q���V �! �I!�!� � I��IH�� "G�P���
�����G!  �!G�� "���"I����!�� ���G�P���� I!P�!"I� !F��! R �! "��������
"! "I�I�"I� !V S1

R
R P�� � ����!� "G�P��� �� � � "G�P�� ��X���"��S� ���G�O

Q���VR �I! !��"G!�G��! !I G!������ ��"���Q�G���� Q���S� !I �!���GH�!T!
��"���Q�G�����

�� I��G�F�� K � � �����Q��S "��Q��� !F�� � ��G�P��S ft = ε2
t
��XG�PO

�S�� ��I!Q��� � !��Q���S�  ��Q��IS !I G!����V �I�� !F��! !I "�!�T!
�"I���!T! X��P���� σ2

ε
������ QG� "G�P��� �X������V "I��! �!  ��Q�I��

� ���� � Q!G� W����"!�S� !�T���X�F�V � ��� ���X�G��� �X I��G�F ��QO
�!R PI!R "�Q� �! "������!"I� !F��! �R !"!����!R �! !��Q���!��  ��Q��I�
!��� � !F��������R ��I!Q �X������!T! �P�I� ��!T�!X!� Q��I "���"I����!
�!G�� I!P�S� !F�� �R P�� "I�I�"I� � S1

R

�
��X�GHI�IS ��"P�I!� �� �����Q��S QG� ��I!Q!� ��I"I���� L � YR QG�

 !I!�S� I!P�!"IH ��"P�I!� ��"!�S�  !�WW�F���I!� ! �X�G�"H "���"I���O
�! X���"���V !I ��"I�F�!����!"I� T���������S� Q���S�� ��I!Q��� �"��O

LM



Q!�S�!�! � �"I�GH�S� ��I!QS T��������I "I�F�!����S� �"��Q!�S�!� �R �
��X�GHI�IS �� ���������� !IG�P��I"� ��"���"I����!�

%����,� G�
",
	�� ������� �9���� ����	��� ��� T = 40, R = 10+ σ2

ε
= 0.498�����	�� ������ ����	�� �	���	�� �	
�
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 ���
9���	�
 A�GBC A�C@�
$���		�
 ���
9���	�
 A�GEB A�CAA
���
9���	�
 ��
�� E A�GBC A�C@@
���
9���	�
 ��
�� D A�GDF A�CCB
���
9���	�
 ��
�� B A�GDE A�CAB
���
9���	�
 ��
�� G A�GD@ A�CCF

%����,� B�
",
	�� ������� �9���� ����	��� ��� T = 40, R = 10+ σ2

ε
= 0.0697�����	�� ������ ����	�� �	���	�� �	
�
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 ���
9���	�
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$���		�
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�� E A�CHC A�AD�
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�� D A�CH@ A�AGA
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9���	�
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�� B A�CHB A�CG�
���
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�� G A�CHB A�ABH
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�S�!� � ���G�Q���VR �!Q�������!V "I�� I���S� "Q��T��� �Q�� ��I!Q� X�O
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"!� ��� !F�� � ������I�!� �!Q�G�� ������ ��"!�S�  !�WW�F���IS ���QG�O
T��I"� ���!Q�IH �X �"G!��� ������X�F�� !��Q���!T!  ��Q��I� !��� � ��!O
T�!X� �!Q�G�� 9 ������� ����� �X���������V ��I!Q ��X����IS���I"� ���
Q!"I�I!P�! !T����P�I�GH�S� ���Q�!G!�������QG� "G�P�� �!Q�G� G���V�!V
��T��""��R !F�������!V ���R " ��X���"��S�� !��� ��� � � X!T���S�� ��O
T��""!����� � �"�!GHX�� �"���I!I�P�" !� ����G������R �! �X��!R PI! �X��O
�������V ��I!Q Q��I �!G�� I!P�S� ��!T�!XSR P�� ��I!Q �S�!�� QG��S ! O
��R ���QG!����SV � "I�IH� )LL*R �������V ���G!T�P��� X�Q�P� ��� ���G!O
T�P�S� ���Q�!G!������� 	���SV ��X�GHI�I �!QI����Q��I"� ��X�GHI�I���
����!Q��!T! �  !�F� TG��S P�"G���!T! � "�������I�� 9 �������
� �����
�X���������V ��I!Q !�!����I"� �� "G�P�V "I�I�"I�P�" !V �!Q�G� !���T!
��Q�R !F�������!V ��I!Q!� � "I����GH�!T! !F�������� �� G�P����� ���
 � P�"I�SV "G�P�V��

9 	�������� ��� !�!"�!�S���I"� � I��GH�!"IH I��S� 9 	��������
��� Q��I"� �!"I��!� � X�Q�P�� ��""��I�����I"� �S�!� � ���G�Q���V z1, z2, . . .
. . . zn,

TQ�  ��Q!� ���G�Q���� Q�G�I"� �� �� I!� ��T��""!�!� � X���"����
������	���
� �	��	���� � ��	������	��	 � 
��� �
� ��������
� �	��	���� � ��������
�

������ � ������	 �	��������

L+



����������� zt = (xt, yt)
T , xt ∈ R

1xd, yt ∈ R,  !I!�S� �Q!�G�I�!���I �!Q�O
G�� yt = g (xt, θ

t) + εt; xt ∼ Fxt
, εt ∼ Fεt

, Eεt = 0.�� I!� ���X��"I�S� ������I�!� �!Q�G� θt ∈ R
px1 �Q!�G�I�!���I �"G!���

� "I����GH�!T! !F��������� θt = arg maxu∈Θ E [ψ (zt, u)] .� �S�!� � ����I"�m "I�� I���S� "Q��T!� � �X��"I�S� �!���IS τ1, τ2, . . .
. . . τm,

�  !I!�S� �!��I �X����IH"� X��P���� �� I!�� θ R � I� �� ��"���Q�O
G���� ��T��""!�!� � !���! �

t = 1, 2, . . . τ1 : θt = θ1 = θ + ∆θ1
nδ , Fxt

= F 1
x , Fεt

= F 1
ε ;

t = τ1 + 1, τ1 + 2, . . . τ2 : θt = θ2 = θ + ∆θ2
nδ , Fxt

= F 2
x , Fεt

= F 2
ε ;

· · · · · · · · · · · ·
t = τm−1 + 1, τm−1 + 2, . . . τm : θt = θm = θ + ∆θm

nδ , Fxt
= Fm

x , Fεt
= Fm

ε ;
t = τm + 1, τm + 2, . . . n : θt = θm+1 = θ, Fxt

= Fm+1
x , Fεt

= Fm+1
ε .

�"�!GHX��I"� "G�Q����� !�!X��P�����
�����I!�

Ek, k = 1, 2, . . .m+ 1, !�!X��P��I ��I���I�P�" !� !��Q���� � "!O
!I��I"I��� " ���!�I�!"I�S� ��!"I���"I�!�R �!�!�Q���S� �!Q�GH� � "I�� O
I���!� ������ k : yt = g (xt, θk) + εt; xt ∼ F k

x , ε ∼ F k
ε ;

Z̄ !�!X��P��I !�G�"IH X��P���V zt; q1 = τ1
n
, q2 = τ2−τ1

n
, . . . qm+1 = n−τm

n
�

ψi (u) = ψ (zi, u) ; Ik = {τk−1 + 1, τk−1 + 2, . . . τk} ;
τ0 = 0, τm+1 = n, αm+1 = 1, ∆θm+1 = 0.

Qk = Ek {ψ′′
i (θk)} , i ∈ Ik; Σk =

∑+∞
j=−∞ Ek

{

ψ′ (zt, θk) [ψ′ (zt−j, θk)]
T
}

;

P = α1q1Q1 + α2q2Q2 + . . .+ αm+1qm+1Qm+1; B = −P−1;
Σ̄ = B(α2

1q1Σ1 + α2
2q2Σ2 + . . .+ α2

mqmΣm + qm+1Σm+1)B;
b̄ = −Bb; b = α1q1Q1∆θ1 + α2q2Q2∆θ2 + . . .+ αmqmQm∆θm.

	�G��I"� "G�Q����� ���Q�!G!������
L� � �S�������Q���S� �"G!��S� !�!X��P����� ��I���I�P�" �� !��Q����

"���"I���IR � ��I��FS ���S�!�Q��S�
Y� ��� F�� ψ (z, u) I���QS Q�WW����F������ �! �I!�!�� ��T����I� ���
u ∈ Θ, z ∈ Z̄.M�
E {|ψ (z, u)| × I[|ψ (z, u)| > K]} → 0 ����!����! !I�!"�I�GH�! u ∈ Θ ���
K → 0 �

I[·] O ��Q� �I!���� W�� F����
+� ������� �� "���X�F�!��!V X�Q�P� θk = arg maxu∈Θ Ek [ψ (zt, u)]

"���O
"I���I � �Q��"I����! ��� k = 1, 2, . . .m+ 1.K� Θ

O  !��� I�!� ��!��"I�!�
�� �G�P�V�SV ��!F�""Zt, �!�!�Q����V �S�!� � z1, z2, . . . zn,

��G��I"� "I�!O
T! "I�F�!����S� � ��T!Q�P�" ���

	� ����"I���I I� �� �X������� W�� F�� D (z) , PI! ED (z) <∞, � ���
t = 1, 2, . . . �S�!G���! �"G!����

sup
1≤i,j,k≤w

sup
u∈Θ

sup
[

|ψt (u)| ; |{ψ′
t (u)}i| ;

∣

∣

∣
{ψ′′

t (u)}i,j
∣

∣

∣
;
∣

∣

∣
{ψ′′′

t (u)}i,j,k
∣

∣

∣

]

< D (zt) .

LK



N� �S�!G���! �"G!��� "�GH�!T! ��������������

sup
A∈F t

−∞
,B∈F+∞

t+k

{|P (A,B) − P (A) P (B)|} < c1k
−ω,

TQ� c1 O �� !I!���  !�"I��I�R F b
a�σ {za, za+1, . . . zb; εa, εa+1, . . . εb}

�
�� ����"I���I I� ��  !�"I��IS c2

� c3, PI!

E
∣

∣Ψ̄
∣

∣

2+δ
< c2 <∞, E |εt|2+δ < c3 <∞, δ > 0, t = 1, 2, . . . ,

TQ� Ψ̄ = vec{1, Ψ̄1, Ψ̄2, . . . , Ψ̄m+1}, Ψ̄k = vec{ψ′
i(θk), ψ

′′
i (θk −Qk)}, i ∈ Ik.LJ� 	G� ������I�!� ω � δ �X ���Q�!G!����V N � � �S�!G���! �"G!����

γ =
ωδ

2 + δ
>

3

2
.

LL� ����"I���I ��!�X�!Q��� g′′22 (x, u) ��� u ∈ Θ, ���P�� ��VQ�I"� I� ��
W�� F�� G2 (·) , PI! supu∈Θ |g′′ (xn+1, u)| ≤ G2 (xn+1) .LY� 	G� ∀u ∈ Θ

∑+∞
j=1 Em+1

{

εn+1Bψ
′
n+1−j (u)

}

<∞ �
LM� �G�P�V�S� ��G�P��S xt

� εt ��X���"��S ���  ��Q!� t.L+� ����"I���I ��I���I�P�" !� !��Q����
E{εn+1vec[⊗6

i=1Ψ̄]} <∞ �
	G� �!G�P���� �!"G�Q����� ��X�GHI�I!� �"�!GHX��I"� �"���I!I�P�" !�

����G������R ���  !I!�!�R " �!"I!� �S�!� �R Q!G� "I�� I���S� �����!�
� !���� !����� �S�!� � q1, q2, . . . qm+1

!"I��I"� �!"I!���S��R � ��G�P��S
"I�� I���S� "Q��T!� ∆θ1

nδ ,
∆θ2
nδ , . . .

∆θm

nδ

��S���I�
9 	�������� ��� Q��I"� !��"���� �X���������T! !F���������

θ̂ = arg max
u∈Θ

1

n



α1

∑

i∈I1
ψi (u) + . . .+ αm

∑

i∈Im
ψi (u) +

∑

i∈Im+1

ψi (u)



 . ���

��� "Q�G���S� ���Q�!G!������ �""G�Q��I"� �"���I!I�P�" �� "�!V"I��
�X���������V !F�� ��

C�������	�� �� ����I ��"I! "G�Q����� �"���I!I�P�" �� "�!V"I�� �X��O
�������V !F�� � ��� ��XG�P�S� X��P����� ������I�� δ �

nδ(θ̂ − θ)
d→ b̄, ��� δ ∈ (0, 1

2
);

√
n(θ̂ − θ)

d→ N
(

b̄, Σ̄
)

, ��� δ = 1
2;√

n(θ̂ − θ)
d→ N

(

0, Σ̄
)

, ��� δ ∈ (1
2,+∞).

�	�

C�������	�� �� ��� δ ∈ (1
3,

1
2]

"�����QG�� "G�Q����V �"���I!I�P�" �V
�����!Q�

√
n

(

θ̂ − θ − 1

nδ
b̄

)

d→ N
(

0, Σ̄
)

. �N�

L�



9 	�������� ���R �"�!Q� �X �"G!��� ������X�F�� !��Q���!T!  ��QO
��I� !��� � ��!T�!X�

Eε̂2
n+1 = E

[

yn+1 − g
(

xn+1, θ̂
)]2 R �S�!Q�I"� �"G!���R

!���Q�G����� !�I���GH�S� ��"!�S�  !�WW�F���IS�

C�������	�� �� ��� δ ∈ (1
3,

1
2]

� ���!�I�!"I� "I�� I���!T! "Q��T� � �!O
���I n+1 �!��Q �O(1/n2δ) ��G� ���H���R X�Q�P� ������X�F�� !��Q���!T!
 ��Q��I� !��� � ��!T�!X� � ����G��I�� "G�Q����V X�Q�P��

n1−2δ[g′θ (xn+1, θ) b̄]
2 − 2g′θ (xn+1, θ)B

+∞
∑

j=1

Em+1

{

εn+1ψ
′
n+1−j (θ)

}

+

+g′θ (xn+1, θ) Σ̄g′θ (xn+1, θ)
T → min

α1,...αm

���
"G� Q!�!G��I�GH�!

E{εn+1|z1, z2 . . . zn} = 0 R I! X�Q�P� ��� ���!���I"��

n1−2δ[g′θ (xn+1, θ) b̄]
2 + g′θ (xn+1, θ) Σ̄g′θ (xn+1, θ)

T → min
α1,...αm

�LJ�

�  !�F� P�I���I!T! ����T��W� �S��"S���I"� X�Q�P� ��� � �LJ� QG� �!O
Q�G� G���V�!V ��T��""�� yt = x′tθt + εt,

!F�������!V ���� � "G�P�� �Q��O
"I����!T! "I�� I���!T! "Q��T� ��� Q1 = Q2

R � X�Q�P� �LJ� ���!Q�I"� ���G�O
I�P�" !� �S������� QG� !�I���GH�!T! ��"!�!T!  !�WW�F���I��

α1 =
σ2

2x
′
n+1E {xtx′t}−1 xn+1

q1n1−2δ[x′n+1∆θ1]2 + σ2
1xn+1E {xtx′t}−1 xn+1

�� �� !���X!�R ���������� �X��������T! ��I!Q� "!"I!�I �X I��� �I��!��
L� ��VI� !�I���GH�S� ��"!�S�  !�WW�F���ISR ����� X�Q�P� ����
Y� ��VI� �X���������� !F�� � ����
M� �!"I�!�IH ��!T�!X ŷn+1 = g(xn+1, θ̂)

�
9 	�������� ��� ����!Q�I"� ��X�GHI�IS P�"G���!T! � "�������I�R �!QO
I����Q����T! ��������"I�� ���QG!����!T! ��I!Q� �! "�������� "! "I��O
Q��I�S�� �!Q�!Q���� �F������I"� "G�Q����� �!Q�GH �� I!��!V ��I!��O
T��""�� ��I!Q!� ������H���  ��Q��I!��

{

yt+1 = a+ bxt + cyt + εt+1

xt+1 = d+ ext + ηt+1�����V ��Q� " � ������I�!� �!Q�G� �� I!��!V ��I!��T��""�� ��Q�I !�!O
X��P�IH �!��� "I�� I���!T! ������R  !I!�!�� �I� ���������� "!!I��I"I��O
�I� ���P���� �! ��!GP���� QG� ��G�P�� a, b, c, d, e �!G�T�G�"H ����S�� ��O
G�R � X��P���� QG� σ2ε

� σ1η
�!G�T�G�"H ����S�� �Q���F�R �"G� �� � �X�O

�! !���I�!T!R δ = (1/2 + 1/3)/2 ��S�!� ������I�� δ ∈ (1
3,

1
2]

�� ! �XS��G
L	



"���"I����!T! �G����� �� ��X�GHI�IS "I�I�"I�P�" �� �"�SI���V�� ��!T�!O
X��!����� ��!�X�!Q�G!"H QG� X��P���V ��T��""!�!� xn = yn = 1

� �S�!�
Q��T�� X��P���V �! ��!GP���� �� ! �XS���I  �P�"I����!T! �G����� �� �!O
G�P���S� ��X�GHI�IS� 	G� ��"P�I� I!P�!"I� ��!T�!X��!�����R QG�  ��Q!V
I!P � !"���"I�G�G!"H LJJJJ "I�I�"I�P�" �� �"�SI���V� ��"P�IS  !��� �X
!��Q���!T!  ��Q��I� !��� � ��!T�!X� �����Q��S �� ��"�� � � QG� "G�P��
!Q�!T! "Q��T�R � �� ��"�� � 	 � QG� "G�P�� Q��� "Q��T!�� ��!X��P���� QG�
��"�� !� �O	 �����Q��S �� ��"�� � K�

��"� K� ��!X��P���� QG� ��"�� !� �O	�

7����� 
�	
�
 ��������	
�
 ������� �!G�T��� ��XQ�R TQ� �� � �X��!
!���I�!T!R PI! τ1 = 100, n = 150

� ��""��I�����I"� "G�Q����� P�"G���S�
� "�������IS�
1 : σ2ε = 5, a2 = t, t ∈ [−2.5; 2.5]; 2 : σ2ε = 1, c2 = t, t ∈ [−0.95; 0.95];
3 : σ2ε = 5, a2 = b2 = t, t ∈ [−2; 2]; 4 : σ2ε = 1, a2 = c2 = t, t ∈ [−0.4; 0.4];

5 : σ2ε = 5, c2 = t, σ2ε = 1 − 0.2t, t ∈ [−0.05; 0.8];
6 : σ2ε = 1, b2 = t, c2 = −t, t ∈ [−0.95; 0.95];
7 : σ2ε = 5, c2 = 0.5, τ1 = t, t ∈ [10, 11, . . .130];
8 : σ2ε = 5, a2 = −0.2, b2 = 0.4, τ1 = t, t ∈ [10, 11, . . . , 130].
7����� ���� ��������	�� �����
�� �!G�T��� ��XQ�R TQ� �� � �X��! !�O
��I�!T!R PI! τ1 = 40, τ2 = 80, n = 100

� ��""��I�����I"� "G�Q����� P�"G��O
�S� � "�������IS�
1 : a2 = t, a3 = −t, t ∈ [−0.6; 0.6]; 2 : c2 = t, c3 = −t, t ∈ [−0.6; 0.6];
3 : a1 = 2t, a2 = t, t ∈ [−0.6; 0.6]; 4 : b1 = 2t, b2 = t, t ∈ [−0.6; 0.6];
5 : c1 = 2t, c2 = t, t ∈ [−0.45; 0.45]; 6 : b2 = t, t ∈ [−1.4; 1.4];
7 : b2 = 1, τ2 = t, t ∈ [50, 51, . . .90]; 8 : b2 = 1.2, σ2ε = t, t ∈ [0.3; 3.3].
��"P�IS  !��� �X !��Q���!T!  ��Q��I� !��� � ��!T�!X� �����Q��S �� ��O
"�� � 	� �X ��"�� !� �O	 �!��! X� G�P�IHR PI! ���QG!����SV ��I!Q Q��I
� "��Q��� �!G�� �"I!VP��S� ��!T�!XS  ��G�P��� "I�� I���S� "Q��T!�R P��
��I!QS ���R ���������S�  ! �"�� ���G�Q����� �G� I!GH !  ���G�Q�O
���� �!"G�Q��T! "I�� I���!T! ������� � "G�P�� Q��� "I�� I���S� "Q��O
T!� �X���������V ��I!Q ����!"�!Q�I ���R ���������SV  ���G�Q�����
�!"G�Q��T! "I�� I���!T! ������R �! "��Q��V I!P�!"I� ��!T�!X!� ��� �"��
X��P����� ��""�!I����S� ��G�P�� "I�� I���S� "Q��T!��

� �������	�� Q�""��I�F�� �����Q��S !"�!��S� �S�!QS �""G�Q!������

LN



��"� �� �!���H �X !��Q���!T!  ��Q��I� !��� � ��!T�!X� �!"H �� � X���O
"��!"I� !I ��G�P��S "Q��T� t �!"H ��� � "�������IS QG� "G�P�� !Q�!T!
"I�� I���!T! "Q��T��

L�



��"� 	� �!���H �X !��Q���!T!  ��Q��I� !��� � ��!T�!X� �!"H �� � X���"�O
�!"I� !I ��G�P��S "Q��T� t �!"H ��� � "�������IS QG� "G�P�� Q��� "I�� O
I���S� "Q��T!��

YJ



0�	
�	�� �����������
L� �!G�P��! �"���I!I�P�" !� ��"���Q�G���� "I�I�"I� � S2

R
R !F��������V

 �P�"I�! ��!T�!X!�R QG� "G�P�� �!G�!T! ! �� ���G�Q���V�
Y� 	G� "I�I�"I� � S2

R
��VQ��! �"���I!I�P�" !� "������� �I!�!T! �!��QO

 �R �P�I  !I!�!T! �!X�!G��I "���"I����! �!�S"�IH I!P�!"IH �"���I!I�O
P�" !V ����! "���F�� ��"���Q�G���� "I�I�"I� � � "G�P�� " !GHX���T!
! �� ���G�Q���V�

M� ���QG!��� �!�SV ��I!Q �!G�P���� I!P�P�!V !F�� �  �P�"I�� ��!T�!X!�R
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